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Аннотация
В серии этих книг собрано много методик по решению и

школьной математики и высшей математики. В книгах подробно
разобраны различные примеры, для сдачи экзаменов и в школе
и в университете. Собраны многие правила и методики решения
задач. Материал написан доступно для любого среднего ученика,
который хочет понять математику, а не бездумно ее списать.
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Содержание:
1) Однородные линейные дифференциальные уравнения

второго порядка с постоянными коэффициентами. Алго-
ритм решения.

2) Примеры решения однородных линейных дифферен-
циальных уравнений второго порядка с постоянными коэф-
фициентами.

3) Неоднородные линейные уравнения с постоянными ко-
эффициентами второго порядка. Алгоритм решения.

4) Примеры решения неоднородных линейных уравнений
с постоянными коэффициентами второго порядка.

5) Решение линейных однородных дифференциальных
уравнений второго порядка с постоянными коэффициента-
ми методом Лагранжа (методом вариации произвольных по-
стоянных). Алгоритм решения.

1)) Линейные дифференциальные уравнения второго по-
рядка с постоянными коэффициентами.

Линейные дифференциальные уравнения второго поряд-



 
 
 

ка с постоянными коэффициентами бывают:
1) Однородные.
2) Неоднородные.
1) Однородные уравнения выглядят так:
С левой стороны стоит сумма зависимой переменной (у)

с коэффициентом, её производной (y ') с коэффициентом, и
её второй производной (y '') с коэффициентом; а с правой
стороны стоит ноль.

Алгоритм решения однородных линейных уравнений вто-
рой степени с постоянными коэффициентами, с примерами.

Для того чтобы решить однородные линейные уравнения
второй степени с постоянными коэффициентами, нужно:

1. Составить характеристическое уравнение.
Примеры.
а) y '' - 5y ' + 6y = 0
б) y '' - 4y ' = 0
в) y '' - 25 y = 0
г) y '' + 2y ' + y = 0
д) 3 y '' = 0
е) y '' + 2y ' + 5y = 0
ж) y '' + 9 y = 0
При составлении характеристического уравнения, нужно

производную второго порядка заменить на k ², производную
первого порядка заменить на k, а у функции оставить только
коэффициент.

y '' = k ²



 
 
 

y ' = k
y = 1
а) k ² - 5 k + 6 = 0
б) k ² - 4 k = 0
в) k ² - 25 = 0
г) k ² + 2 k + 1 = 0
д) 3 k ² = 0
е) k ² + 2 k + 5 = 0
ж) k ² + 9 = 0
2. Определить вид характеристического уравнения.
Характеристическое уравнение - это квадратное уравне-

ние.
Оно может быть полным или неполным.
Оно может иметь:
1) Два различных действительных корня.
2) Два одинаковых действительных корня.
3) Два различных комплексных корня.
В зависимости от этого появляются три вида однородных

линейных уравнений второй степени с постоянными коэф-
фициентами.

1) Если характеристическое уравнение имеет два различ-
ных действительных корня, тогда D > 0.

Если оно полное, имеющее два различных действитель-
ных корня, то оно выглядит так:

m k ² + p k + q = 0
m ≠ 0 p ≠ 0 q ≠ 0



 
 
 

D = p ² - 4 m q > 0
k1 = (- p + √D) / 2m
k2 = (- p - √D) / 2m
Неполное уравнение выглядит так:
1) m k ² ± p k = 0
m ≠ 0 p ≠ 0 q = 0
k (m k ± p)= 0
k = 0
m k ± p= 0
m k = ± p
k = ± p / m
2) m k ² - q = 0
m ≠ 0 p = 0 q < 0
m k ² = q
k ² = q / m
k1 = √(q / m)
k2 = - √(q / m)
а) k ² - 5 k + 6 = 0
D = 25 - 24 = 1
k1 = (5 + 1) / 2 = 3
k2 = (5 - 1) / 2 = 2
б) k ² - 4 k = 0
k (k - 4) = 0
k = 0
k = 4
в) k ² - 25 = 0



 
 
 

k ² = 25
k1 = 5
k2 = - 5
2) Если характеристическое уравнение имеет один дей-

ствительный корень или два совпадающих корня, то полное
квадратное уравнение выглядит так:

m k ² + p k + q = 0
m ≠ 0 p ≠ 0 q ≠ 0
D = p ² - 4 m q = 0
k1 = (- p + √0) / 2m = - р / 2m
Неполное квадратное уравнение выглядит так:
m k ² = 0
m ≠ 0 p = 0 q = 0
k ² = 0
k = 0
г) k ² + 2 k + 1 = 0
D = 4 - 4 = 0
k = - 2 / 2 = - 1
д) 3 k ² = 0
k ² = 0
k = 0
3) Если характеристическое уравнение имеет два различ-

ных комплексных корня, то полное квадратное уравнение
выглядит так:

m k ² + p k + q = 0
m ≠ 0 p ≠ 0 q ≠ 0



 
 
 

D = p ² - 4 m q < 0
k1 = (- p + √(- D)) / 2m = α + β i
k2 = (- p - √(- D)) / 2m = α - β i

Неполное квадратное уравнение выглядит так:
m k ² + q = 0
m ≠ 0 p = 0 q > 0
m k ² = - q
k ² = - q /m
k1 = √(- q /m) = 0 + β i = β i
k2 = - √(- q /m) = 0 - β i = - β i
е) k ² + 2 k + 5 = 0
D = 4 - 20 = - 16



 
 
 

k1 = (- 2 + √(- 16)) /2 = (- 2 + 4 i) / 2 = - 1 + 2 i
k2 = (- 2 - √(- 16)) / 2 = (- 2 - 4 i) / 2 = - 1 - 2 i
ж) k ² + 9 = 0
k ² = - 9
k 1 = √(- 9)
k 2 = - √(- 9)
k 1 = 3 i
k 2 = - 3 i
3. Для каждого вида уравнения нужно найти решение.
Если два различных действительных корня, то для полно-

го квадратного уравнения решение однородного дифферен-
циального уравнения, вычисляется по формуле:

m у '' + p у ' + q у = 0
m k ² + p k + q = 0
m ≠ 0 p ≠ 0 q ≠ 0
D = p ² - 4 m q > 0
k1 = (- p + √D) / 2m
k2 = (- p - √D) / 2m

Где k1; k2 действительные корни квадратного уравнения.
Для неполного квадратного уравнения, решение однород-



 
 
 

ного дифференциального уравнения, вычисляется по фор-
муле:

m у '' + p у ' = 0
m k ² ± p k = 0
m ≠ 0 p ≠ 0 q = 0
k (m k ± p)= 0
k1 = 0
m k ± p= 0
m k = ± p
k2 = ± p / m
Один корень характеристического уравнения равен нулю.

где k2 корень характеристического уравнения неравный
нулю.

m у '' + q у = 0
m k ² - q = 0
m ≠ 0 p = 0
q < 0 m > 0;



 
 
 

q > 0 m < 0
m k ² = q
k ² = q / m
k1 = √(q / m)
k2 = - √(q / m)

Где k1; k2 противоположные корни квадратного характе-
ристического уравнения.

а) y '' - 5 y ' + 6 = 0
k ² - 5 k + 6 = 0
D = 25 - 24 = 1
k 1 = (5 + 1) / 2 = 3
k2 = (5 - 1) / 2 = 2

б) y '' - 4 y ' = 0
k ² - 4 k = 0



 
 
 

k (k - 4) = 0
k = 0
k = 4

в) y ''- 25 = 0
k ² - 25 = 0
k ² = 25
k1 = 5
k2 = - 5

Если один действительный квадратный корень или два
совпадающих действительных корня, решение однородного
уравнения вычисляется по формуле:

Полное квадратное уравнение.
m у '' + p у ' + q у = 0
m k² + p k + q = 0
m ≠ 0 p ≠ 0 q ≠ 0



 
 
 

D = p ² - 4 m q = 0
k1 = (- p + √0) / 2m = - р / 2m

Неполное квадратное уравнение.
m у '' = 0
m k ² = 0
m ≠ 0 p = 0 q = 0
k ² = 0
k = 0

г) y '' + 2 y ' + 1 = 0
k ² + 2 k + 1 = 0



 
 
 

D = 4 - 4 = 0
k = - 2 / 2 = - 1

д) 3 y '' = 0
3 k ² = 0
k ² = 0
k = 0

Если два различных комплексных корня, то решение од-
нородного уравнения, вычисляется по формуле:

Полное квадратное уравнение.
m у '' + p у ' + q у = 0
m k ² + p k + q = 0
m ≠ 0 p ≠ 0 q ≠ 0
D = p ² - 4 m q < 0
k1 = (- p + √(- D)) / 2m = α + β i



 
 
 

k2 = (- p - √(- D)) / 2m = α - β i

Неполное квадратное уравнение.
m у '' + q у = 0
m k ² + q = 0
m ≠ 0 p = 0
q > 0 m > 0;
q < 0 m < 0
m k ² = - q
k ² = - q /m
k 1 = √(- q /m) = 0 + β i = β i
k 2 = - √(- q /m) = 0 - β i = β i



 
 
 

е) y '' + 2 y ' + 5 = 0
k ² + 2 k + 5 = 0
D = 4 - 20 = - 16
k1 = (- 2 + √(- 16)) /2 = (- 2 + 4) / 2 = - 1 + 2 i
k2 = (- 2 - √(- 16)) / 2 = (- 2 - 4) / 2 = - 1 - 2 i

ж) y '' + 9 = 0
k ² + 9 = 0
k ² = - 9
k 1 = √(- 9)
k 2 = - √(- 9)
k 1 = 3 i
k 2 = - 3 i
y = C1 sin 3x + C2 cos 3x
4) записать ответ.
Для дифференциальных уравнений с действительными

корнями, общее решение однородного уравнения, записыва-
ются в показательной форме.

Для дифференциальных уравнений с комплексными кор-
нями, общее решение одного уравнения, записывается в три-



 
 
 

гонометрической форме.
Запишем в табличку всё, что нужно запомнить для реше-

ния дифференциального однородного уравнения с постоян-
ными коэффициентами второй степени.



 
 
 



 
 
 

2)) Примеры решения однородных линейных дифферен-
циальных уравнений второго порядка (Звёздочка - это x).

Пример один.
y '' + y ' - 2y = 0
Составим характеристическое уравнение.
k ² + k - 2 = 0
D = 1 + 4 × 2 = 9 = 3 ²
k1 = (- 1 + 3) / 2 = 1
k2 = (- 1 - 3) / 2 = - 2
Ответ: Y = C1 e * + C2e ⁻²*
Пример два.
y '' - 4 y = 0
Составим характеристическое уравнение.
k ² - 4 = 0
k ² = 4
k1 = 2
k2 = - 2
Ответ: y = C1 e ²* + C2 e ⁻²*
Пример три.
y '' - 9 y ' = 0
Составим характеристическое уравнение.
k ² - 9 k = 0
k (k - 9) = 0
k1 = 0
k - 9 = 0



 
 
 

k2 = 9
Ответ: y = C1 + C2 e ⁹*
Пример четыре.
y '' - 4 y ' + 4 = 0
Составим характеристическое уравнение.
k ² - 4 k + 4 = 0
D = 16 - 16 = 0
k = 4 / 2 = 2
Ответ: y = C1 e ²* + C2 x e ²*
Пример пять.
8y '' = 0
Составим характеристическое уравнение.
8 k ² = 0
k ² = 0
k = 0
Ответ: y = C1 + C2 x
Пример шесть.
y '' + y = 0
Составим характеристическое уравнение.
k ² + 1 = 0
k ² = - 1
k1 = √(- 1)
k1 = i
k2 = - √(- 1)
k2 = - i
Ответ: y = C1 sin x + C2 cos x



 
 
 

Пример семь.
y '' + 6y ' + 13y = 0
Составим характеристическое уравнение.
k ² + 6 k + 13 = 0
D = 36 - 52 = - 16
k1 = (- 6 + √(- 16)) / 2 = - 3 + 2 i
k2 = (- 6 - √(- 16)) / 2 = - 3 - 2 i
Ответ: y = C1 e ⁻³* sin 2x + C2 e ⁻³* cos 2x
Пример восемь.
4y '' - 8y ' + 5y = 0
Составим характеристическое уравнение.
4 k ² - 8 k + 5 = 0
D = 64 - 80 = - 16
k1 = (8 + √(- 16)) / 8 = (8 + 4 i) / 8 = 1 + 1/2 i
k2 = (8 - √(- 16)) / 8 = (8 - 4 i) / 8 = 1 - 1/2 i
Ответ: y = C1 e * sin 1/2 x + C2 e * cos 1/2 x
Пример девять.
y ''' - 5y '' + 4y ' = 0
Составим характеристическое уравнение.
k ³ - 5 k ² + 4 k = 0
Получим кубическое уравнение.
Вынесем k за скобку.
k (k ² - 5 k + 4) = 0
k = 0
k ² - 5 k + 4 = 0
D = 25 - 16 = 9 = 3 ²



 
 
 

k1 = (5 + 3) / 2 = 4
k2 = (5 - 3) / 2 = 1
Ответ: y = C1 + C2 e ⁴* + C3 е *
Если уравнение кубическое, то добавляется ещё одно сла-

гаемое.

Пример десять.
y ''' + 9 y ' = 0
Составим характеристическое уравнение.
k ³ + 9 k = 0
Получим кубическое уравнение.
Вынесем k за скобку.
k (k ² + 9) = 0
k = 0
k ² + 9 = 0
k ² = - 9
k1 = √(- 9)
k1 = 3 i
k 2 = - √(- 9)
k2 = - 3 i



 
 
 

Это уравнение с комплексными корнями.
Ответ: y = C1 + C2 sin 3x + C3 cos 3x
Это смешанное уравнение один корень действительный и

два комплексных. Следовательно

Пример одиннадцать.
y ''' - 13y ' + 12y = 0
Составим характеристическое уравнение.
k ³ - 13 k + 12 = 0
Получим кубическое уравнение, у которого нельзя выне-

сти k за скобку.
Будем подбирать корни по схеме Горнера и теореме Безу.
12: ± 1; ±2; ±3; ±4; ±12; ±6
Подставим единицу.
1 - 13 × 1 + 12 = 0
- 12 + 12 = 0
0 = 0
Получим верное равенство.
Найдём корень k = 1
Поделим уголком многочлен на многочлен k - 1.



 
 
 

Решим оставшееся квадратное уравнение.
k ² - 12 = 0
D = 1 + 48 = 49 = 7 ²
k2 = (- 1 + 7) / 2 = 3
k3 = (- 1 - 7) / 2 = - 4
Ответ: у = C1 e * + C2 e ³* + C3 e ⁻⁴*



 
 
 

Пример двенадцать.
y '''' + 2y ''' + y '' = 0
Составим характеристическое уравнение.
k ⁴ + k ³ + k ² = 0
Получим уравнение четвёртой степени.
Вынесем k ² за скобку.
k ² (k ² + k + 1) = 0
k ² = 0
k = 0 (парный корень).
k ² + k + 1 = 0
D = 1 - 4 = - 3
k2 = (- 1 + √(- 3)) / 2 = - 1/2 + √3 i / 2
k3 = (- 1 - √(- 3)) / 2 = - 1/2 - √3 i / 2
Получим два действительных одинаковых корня и два

комплексных корня.
Ответ: y = C1 + C2 x + C3 e ⁻¹ʹ²* sin (√3 / 2) x + C4e ⁻¹ʹ²*

cos (√3 / 2) x
Получили формулу.

Пример тринадцать.



 
 
 

y ''''' - 6 y '''' + 9 y ''' = 0
Составим характеристическое уравнение.
k ⁵ - 6 k ⁴ + 9 k ³ = 0
Получим уравнение пятой степени.
Вынесем за скобку тройной корень.
k ³ (k ² - 6 k + 9) = 0
k ³ = 0
k = 0 (тройной корень, одинаковый).
k ² - 6 k + 9 = 0
D = 36 - 36 = 0
k = 6 / 2 = 3 (парный корень, одинаковый).
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